WILF-FLOKKUN MOSKVAMYNSTRA
Vor 2011

Ingibjorg Jonsdottir fsak Hilmarsson
Sigriour Lina Vidarsdottir Steinunn Groa Sigurdardottir

30. mars 2011

Vio erum fjérir nemendur i Haskélanum { Reykjavik sem vinnum a0 B.Sc.
verkefni um Wilf-flokkun moskvamynstra af lengd 2 undir leidségn Hennings
Arnors Ulfarssonar. Hér 4 eftir fylgir stutt kynning 4 efninu.

Umradanir

Latum A vera endanlegt mengi, sem er ekki tomamengid. Umrédun 4 A er
gagnkvaem samsvorun (e. one-to-one correspondence) fra A yfir { sjalft sig.
Hér eftir latum vid A vera mengid {1,2,...,n} og tdknum umrddun sem ord.
Pannig er umrédun 7 af lengd n taknud & eftirfarandi hatt © = myma ... 7.
Sem deemi er 7 = 132 umrédun & menginu {1,2,3}, med 7 = 1,19 = 3 og
w3 = 2. Latum S, tdkna mengi allra umradana af lengd n.

Hefobundin mynstur

Hefdbundio mynstur er umrédun p € Si. Mynstrido p = 231 méa teikna &
eftirfarandi hatt

231 =

Laréttu linurnar tdkna gildi og 16dréttu linurnar stadsetningu { umrdduninni.
Par sem 2 er fyrsti stafurinn i p er fyrsti punkturinn stadsettur & annarri
laréttu linunni, talid ad nedan, og 4 fyrstu 160réttu linunni. Annar stafurinn
iper 3 og pvier annar punkturinn 4 pridju laréttu linunni og annarri 160réttu.
Sidasti punkturinn er svo & fyrstu laréttu og pridju 16dréttu linunni. A sama
hatt ma teikna umradanir.



Sagt er ad umrddun w € Sy, hafi tilvik af mynstri p (eda innihaldi mynstr-
i0) ef i henni er runa talna par sem stafirnir eru i sému r60 midad vid steerd og

stafirnir i p. Umr6dunin 25134 inniheldur tilvik af mynstrinu p = 312 =

med rununni 534, par sem hun er { sému r6d midad vio sterd og stafirnir {
mynstrinu p. Pad er, haesta gildid i rununni kemur fyrst, svo laegsta og ad
lokum gildid par &4 milli. Gott er ad sji petta myndreent, teiknum umrédun-
ina eins og mynstrid var teiknad ad ofan og merkjum tilvik af mynstrinu inn

a.
PN
7 = 25134 = THIG®

Umrédunin m = 362451 inniheldur mynstrid p = 231 = pbar sem i 7

finnst tilvik af p, runan 341. Sjdum petta myndraent:
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Vid segjum ad umrddun sem inniheldur ekki tiltekid mynstur fordist
mynstrid. Umrédun « € S, fordast mynstrid p = 231 ef pad er ekki til
1 <i<j<k<mn bannigad n(k) < m(i) < 7(j). Deemi um umrédun sem
fordast mynstrid p er 51423. Sjaum betta & mynd

m =151423 =

Spyrt mynstur

Spyrt mynstur voru fyrst skilgreind af Babson og Steingrimsson [I]. Tilvik
af spyrtu mynstri { umrédun krefst pess a0 stafir séu samliggjandi { umrod-
uninni. Spyrt mynstur verdur hér eftir tdknad eins og hefobundid mynstur,
en stafir sem eiga ad vera samliggjandi eru undirstrikadir. Sem deemi gerir

mynstrid p = 213 = 3 krofu um ad stafirnir sem samsvara 1 og 3 { umrsd-

un séu samliggjandi. Myndraent bydir bad ad engir punktar séu 4 skyggda
svaedinu. Vid sjaum ad tilvik af mynstrinu p finnst i umréduninni
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Par sem 7 inniheldur hefdbundna mynstrid 213 med rununni 324 og stafirnir
sem samsvara 1 og 3 { mynstrinu, p.e. 2 og 4 eru samliggjandi i 7, ba eru
engir punktar & skyggda svaedinu.

Umrédunin 7 = 52314 fordast mynstrid p = 123 = ¥, par sem eina

tilvikio af grunnmynstrinu { umrdduninni er 234 og stafirnir 3 og 4 eru ekki
samliggjandi. Vio sjdum & myndinni ad punkturinn sem samsvarar 1 { umr6d-
uninni er 4 skyggoda svaedinu.
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Tvispyrt mynstur

Tvispyrt mynstur setja skilyrdi & stadsetningar og gildi { umrédun og voru
fyrst skilgreind af Bousquet-Mélou, Claesson, Dukes og Kitaev [2]. Tvi-
spyrt mynstur verda taknud med undirstrikun og yfirstrikun. Undirstrik-
udu stafirnir takna ad stafir purfi ad vera samliggjandi { umréoun, eins og i
spyrtu mynstri. Yfirstrikudu stafirnir tdkna ad samsvarandi stafir i umrod-

un verda ad vera samliggjandi { gildum. Sem deemi mé nefna ad mynstrio

123 2
p= 13; = T gerir krofu um ad stafirnir sem samsvara 2 og 3 i umrédun

hafi leiggjandi gildi og a0 1 og 3 séu hlio vid hlid { umréduninni. Umroo-
unin

m = 14253 = Z g
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inniheldur mynstrid p par sem htn inniheldur hefdbundna mynstrid 132 med
rununni 143 og stafirnir 1 og 4 eru samliggjandi { umréouninni og 3 og 4 eru
samliggjandi i gildum. Med 60rum ordum bydir pbad ad engir punktar séu
4 skyggda sveedinu. Hins vegar inniheldur umr6édunin 7 = 12543 tilvik af
hefobundna mynstrinu 132, med rununni 253 en hefur 5 og 3 ekki samliggj-
andi { gildum. Par af leidandi er petta ekki tilvik af mynstrinu p par sem
punkturinn sem taknar 4 { umréduninni fellur inn a skyggda svaeoio.
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Moskvamynstur

Eftir ad hafa kynnst spyrtum og tvispyrtum mynstrum er forvitnilegt ad
skoda méskvamynstur sem voru fyrst skilgreind almennt af Brindén og Claes-
son [3]. Par (p, R) bar sem p er umr6oun { Sy, og R er hlutmengi i [0, k] [0, ]
er maéskvamynstur. Daemi um moskvamynstur er hefdbundna mynstrio 312
med R ={(1,2),(2,1)}. Teiknum mynstrid & eftirfarandi hatt

(312, {(17 2)a (27 1)}) =

Stokin i R eru hnit sem tdkna nedra vinstra hornid & hverjum fylltum fern-
ingi. Sjaum umrddun sem inniheldur petta mynstur

|

7
T = 521643 = F¥4e—
Pz
Umrédunin inniheldur tilvik af mynstrinu med stéfunum 514, par sem beir
mynda grunnmynstrid 312 og svo vegna pess ad engir punktar eru 4 skyggoa
svaedinu.

A sama hatt og um hefdbundin mynstur segjum vid ad umrédun fordist
moskvamynstur ef ekki finnst tilvik af mynstrinu, p.e. i 6llum tilvikum af
grunnmynstrinu er a.m.k. einn punktur 4 skyggda svaedinu.

Umr6dunin m = 32145 fordast mynstrid p = (123, {(0, 1), (1,0),(2,2)}) =

. ba0 er vegna bess ad fyrir 61l tilvik af grunnmynstrinu 123 falla punktar

inn 4 skyggou svaedin. Runan 245 { 7 er tilvik af grunnmynstrinu 123 en ekki
tilvik af mynstrinu p bar sem punkturinn sem taknar 1 fellur inn 4 skyggoa
sveedio. Sjaum mynd
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Wilf-flokkun

Tv6 mynstur, p og q, eru s6g0 vera Wilf-jafngild ef sami {joldi umradana af
lengd n fordast mynstrin, fyrir 61l n. Til deemis eru 611 hefdbundin mynstur

af lengd 3 Wilf-jafngild, bar sem fjoldi umradana af lengd n sem fordast hefd-
bundid mynstur af lengd 3 er avallt n-ta Catalan-talan %H(QT’;) Markmid

B.Sc. verkefnisins okkar er ad Wilf-flokka moskvamynstur af lengd 2, b.e. ad



flokka saman pau mynstur sem sami fjéldi umradana fordast. Petta gerum
vid med pvi ad skoda hversu margar umradanir af lengd n, fyrir litil n, fordast
mynstrid. Til pess notum vid reiknialgebruforritio Sagdﬂ Pvi naest reynum
vio ad finna formuilu fyrir fjéldann og sanna pa formulu fyrir 61l n. Par sem
fjoldi moskvamynstra af lengd 2 er 1024 er naudsynlegt ad minnka fjlda
peirra mynstra sem parf ad skoda. Vid getum nytt okkur pekktar speglanir
4 mynstrunum, en paer eru vidsnuningur (e. reverse) taknud med r, umsnin-
ingur (e. complement) taknud med ¢, og andhverfa (e. inverse) taknud med
i. Pessar speglanir vardveita Wilf-jafngildi. Med vidsnuningi er mynstri p
speglad um y-4s og pannig myndast nytt mynstur p”. Skodum pessa speglun
a mynstrinu (312,{(0,1), (1,3),(2,2)}).

b4 feest ad ef umréoun « fordast p pa fordast speglada umrddunin 7"
mynstrid p”. Pannig varoveitist Wilf-jafngildi med adgerdinni. Hinar spegl-
anirnar, umsndningur og andhverfa eru speglanir um z-as og linuna y = .
Paer eru svipadar vidsniningi svo vio skodum paer ekki sérstaklega.

Tv6 moskvamynstur p og g eru sd6gd vera jafngild, taknad med =, ef fyrir
umrodun 7 gildir ad 7 fordast p pa og pvi adeins ad « fordist q. Augljoslega
gildir a0 jafngild méskvamynstur eru Wilf-jafngild. Vid hoéfum i B.Sc. verk-
efninu kynnt til ségunnar nyja adgerd sem finnur jafngild mynstur, skodum
hana.

Skilgreining. Latum [i, j] vera ferning par sem hornin hafa hnitin
(4,7), (5,5 +1), (i+1,j+1)og (i+1,7)

Latum p vera moskvamynstur. Med pvi ad nota adgerdina faum vid nytt
myunstur g, sem er jafngilt p.

Hjalparsetning (Skyggingarsetningin). Ldtum (p, R) vera mdskvamynstur

af lengd n pannig ad p(i) = j og [i,j] ¢ R. Mynstrin (p, R) og (p, RU{[i, j|})
eru jafngild ef 6ll eftirfarandr skilyroi eru uppfyllt.

o Ferningurinn [i — 1,5 — 1] er ekki 7 R;

e Ferningarnir [i,j — 1], [i — 1, 7] eru ekki 7 R;
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o Ef ferningurinn [(,5 — 1] er i R, (( #i—1,i) pd er [¢,j] lika © R;
o Kf ferningurinn [t — 1,0 er i R, (€ # 5 —1,7) bd er [i, €] lika 7 R.

Samskonar skilyroi dkvarda hvort beeta megi 60rum ferningum 1 ndgrenni vio
punktinn (i,7) 7 R.

Daemi. Med bvi a0 nota hjélparsetninguna finnum vio nedangreind jafngildi.
Punkturinn sem 6rin visar fra er punkturinn (7, j) i hjalparsetningunni.
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A0 lokum

Med bessum samhverfum hoéfum vid faekkad fjolda peirra mynstra sem parf
a0 Wilf-flokka, par sem haegt er ad setja pau mynstur sem eru Wilf-jafngild
saman i flokk. Eftir ad umsndningur, vidsniningur, andhverfa, skygging-
arsetningin og tvaer adrar nyjar samhverfur hafa verid notadar 4 mynstrin
verda eftir 64 flokkar. Einnig nyttum vid okkur nidurstédur fra Robert Par-
viainen sem Wilf-flokkadi tvispyrt mynstur [4]. Par med fackkadi flokkunum
nidur { 58. Okkur hefur tekist ad finna formdlur fyrir talnarunurnar sem 13
af pessum flokkum gefa.

Hér ad nedan synum vid hvernig fjoldi umradana sem fordast tiltekin
mynstur er talinn. Latum fj6lda umradana sem fordast mynstur p vera

[Sn(p)]-
Setning.

S”( )):bn’

par sem b, = (n — 1)bp—1 + (n — 2)by—2 0og by = by = 1. I sama flokki
eru 31 dnnur Wilf-jafngild mynstur og par af leidandi fordast jafn margar
umradanir pau.

Petta samsvarar talnarununnihttp://oeis.org/A000255 & The Online Encyclopedia
of Integer Sequences (OEIS).

Setning.

s (1) -0
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I sama flokki eru 83 onnur Wilf-jafngild mynstur og par af leidandi fordast
jafn margar umradanir pau.

Petta er einmitt fjoldi dalka i 6llum ,deco polyominoes” af haed n og samsvar-
ar talnarununni http://oeis.org/A121586. Markmidid er a0 finna gagn-
teeka vOorpun milli beirra umradana sem fordast p og fjélda dalka 1 6llum
,deco polyominoes” af haed n.

Naestu skref i verkefninu eru ad sanna formulur fyrir fleiri flokka. Enn er
fjolda spurninga 6svarad vardandi moskvamynstur vegna pess hversu nylega
bau komu fram & sjonarsvioid.
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